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1. Studio di Funzione

1.1. Eserizio 1 (3 pti).

f(x) =

{

5x2 |x|+
[

1
5e

−5|x|
]

|x| ≤ 1

15 |x| − 10 |x| > 1

Innanzitutto ero di sempli�are la funzione.

Sospetto he il termine rahiuso nella parte positiva nasonda qualosa.

In e�etti è osì: la funzione

1
5e

−5|x|
, nell'intervallo [−1; 1], è sempre positiva e rag-

giunge, nel punto x = 0, un massimo pari a

1
5 . La parte positiva di questa quantità,

quindi, è sempre pari a zero nell'intervallo onsiderato.

Tenendo onto di questo, la funzione diventa:

f(x) =

{

5x2 |x| |x| ≤ 1

15 |x| − 10 |x| > 1

E' ora abbastanza semplie traiare un gra�o qualitativo: una funzione ubia

solo positiva (una parabola più ripida) in [−1; 1] e due semirette inlinate verso

l'alto all'esterno di tale intervallo

Dove, all'interno delle linee vertiali deve essere onsiderata la urva blu, all'esterno

quella verde.

Il gra�o die - quasi - tutto: l'unio punto su ui potrebbero rimanere dubbi è la

derivabilità.

Allora alolo derivata destra e sinistra in 1 (in -1 il risultato sarà analogo per

simmetria):

f ′
+(1) = 15
f ′
−(1) = 15(1)2 = 15
Si apise he la funzione:

è ontinua SI

è derivabile SI

è periodia NO

è inferiormente limitata SI

è superiormente limitata NO

è monotona NO
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è pari SI

è dispari NO.

2. Limiti

2.1. Eserizio 2 (3 pti).

lim
x→0+

(

sin2(4x2)

x3(1− ex)
+

2(cos(4x2)− 1)

x2 ln(1 − 4x2)
+ 4

√
x · ln(x4)

)

=

Seondo il Teorema di Algebra dei limiti il limite della somma è la somma dei limiti.

Quindi posso risolvere separatamente i tre limiti e poi e�ettuare la somma.

Per la prima parte uso gli Sviluppi per ottenere una frazione di polinomi, quindi

sfrutto la Regola dei gradi :

lim
x→0+

sin2(4x2)

x3(1− ex)
= lim

x→0+

(4x2)2

x3(1− 1− x)
= lim

x→0+

16x4

−x4
= −16

Idem per la seonda parte:

lim
x→0+

2(cos(4x2)− 1)

x2 ln(1− 4x2)
= lim

x→0+

2(1− (4x2)2

2 − 1)

x2(−4x2)
= lim

x→0+

−16x4

−4x4
= 4

La terza parte onsiste nel prodotto tra una funzione potenza he tende a zero e

un logaritmo he tende a meno in�nito. Per la Gerarhia degli in�niti e degli in-

�nitesimi vine la potenza, quindi il risultato del limite è zero:

lim
x→0+

4
√
x · ln(x4) = 0

Ora, −16 + 4 + 0 = −12.

2.2. Eserizio 3 (2 pti).

lim
X→+∞

(

10 + x− 10x2

5x2 + 10x+ 1
+ e−5x · sin2(10x) + 10 cos

(

10

x
+ 2π

))

=

Come in preedenza risolvo le varie parte del limite separatamente, poi sommo i

risultati parziali.

La prima parte è un rapporto tra polinomi di pari grado. Per la Regola dei gradi,

il risultato è il rapporto tra i oe�ienti dei termini di grado maggiore:

lim
X→+∞

10 + x− 10x2

5x2 + 10x+ 1
=

−10

5
= −2

La seonda è un prodotto tra una funzione in�nitesima ed una limitata. Per il

Teorema, il risultato del limite è zero:

lim
X→+∞

e−5x · sin2(10x) = 0
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La terza si risolve per sostituzione:

lim
X→+∞

10 cos

(

10

x
+ 2π

)

= 10 cos (0 + 2π) = 10

Ora, −2 + 0 + 10 = 8.

3. Derivate

3.1. Eserizio 4 (2 pti).

y = 6x2 + cos (6(x+ 2))− 6 ln(3 + x)

La parte signi�ativa dell'eserizio riguarda il alolo del oe�iente angolare della

retta tangente. Esso è la derivata della funzione nel punto assegnato.

f ′(x) = 12x− 6 sin(6x+ 12)− 6 · 1

3 + x

f ′(−2) = 12 · (−2)− 6 sin(−12 + 12)− 6 = −24 + 0− 6 = −30

Ora si applia la formula della Retta tangente:

g(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) =

25 + (−30)(x+ 2) = 25− 30x− 60 = −30x− 35

Quindi g(0) = 0− 35 = −35.

3.2. Eserizio 5 (2 pti).

f(x) = (8 + arctanx)2 sin(8x)+8x

La funzione è del tipo h(x)g(x). Conviene trasformarla in un'esponenziale, in

modo tale da poter poi sfruttare le Proprietà dei logaritmi. Sfrutto l'identità

h(x)g(x) = eln(h(x)
g(x)) = eg(x) ln(h(x)).

Poi derivo - le funzioni non riportano le variabili per omodità:

f ′(x) = eg ln(h) ·
(

g′ ln(h) + g · 1
h
· h′

)

=

= (8+arctanx)2 sin(8x)+8x·
(

(16 cos(8x) + 8) · ln(8 + arctan(8x)) + (2 sin(8x) + 8x) · 1

8 + arctanx
· 1

1 + x2

)

f ′(0) = 80 · ((16 + 8) ln(8) + 0) = 24 ln 8

Ora,

24 ln 8
ln 8 = 24.
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3.3. Eserizio 7 (2 pti).

f(x) =
5x

x2 + 4

Per trovare minimi e massimi riorro allo Studio del segno della derivata prima:

f ′(x) =
5
(

x2 + 4
)

− 5x(2x)

(x2 + 4)
2 =

5x2 + 20− 10x2

(x2 + 4)
2 =

20− 5x2

(x2 + 4)
2

Il denominatore è sempre positivo, quindi mi onentro sul numeratore:

20− 5x2 ≥ 0 ⇐⇒ 4− x2 ≥ 0 ⇐⇒ −2 ≤ x ≤ 2

La derivata è positiva, e quindi la funzione è resente, in [−2; 2].
Ne onsegue he xm = −2 e xM = 2.
Ora, 8f(−2)− 4f(2) = −8 · 10

8 − 4 · 10
8 = −10− 5 = −15.

4. Integrali

4.1. Eserizio 8 (2 pti).

J =

+∞
ˆ

−1

g(x)dx

g(x) =

{

3x+ 3 x ≤ 0
3

(x+1)4 x > 0

La funzione da integrare è de�nita a tratti: devo quindi spezzare J nella somma di

due integrali, di ui uno improprio.

J =

0
ˆ

−1

3x+ 3 dx+

+∞
ˆ

0

3

(x+ 1)4
dx =

0
ˆ

−1

3x+ 3 dx+

+∞
ˆ

0

3(x+ 1)−4 dx =

=

[

3
x2

2
+ 3x

]0

−1

+

[

3(x+ 1)−3

−3

]+∞

0

=

=

(

0− 0−
(

3

2
− 3

))

+ (0− (−1)) = −3

2
+ 3 + 1 =

5

2

Ora, 6 · 5
2 = 15.

4.2. Eserizio 11 (3 pti).

I =

−1
ˆ

1

(

8π |x| cos(πx) + x2 arctan(8x)− 8

π

)

dx

Il dominio di integrazione è un intervallo simmetrio rispetto all'origine: onviene

quindi dare la aia ad eventuali funzioni pari e dispari.

Nello spei�o, la prima funzione è un prodotto di funzioni pari, ed è quindi

PARI.

La seonda: pari per dispari risulta DISPARI.
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La terza è PARI.

Per le proprietà degli Integrali di funzioni simmetrihe posso dunque a�ermare he:

−1
ˆ

1

8π |x| cos(πx) dx = 2 ·
1
ˆ

0

8πx cos(πx) dx

−1
ˆ

1

x2 arctan(8x) dx = 0

Tenendo onto della Linearità dell'integrale, devo quindi risolvere:

I = 2 ·
1
ˆ

0

8πx cos(πx) dx +

−1
ˆ

1

− 8

π
dx

Per il primo integrale uso la Formula per parti:

ˆ

fg′ = fg −
ˆ

f ′g

16π

1
ˆ

0

x cos(πx) dx = 16π

[

x · sin(πx)
π

−
ˆ

1 · sin(πx)
π

dx

]1

0

=

= 16π

[

x sin(πx)

π
+

cos(πx)

π2

]1

0

= 16π

(

0− 1

π2
+ 0− 1

π2

)

=
−32

π

Per il seondo, osservo he la funzione da integrare è una ostante: il risultato sarà

quindi il valore della funzione moltipliato per la lunghezza dell'intervallo di inte-

grazione:

−1
ˆ

1

− 8

π
dx = − 8

π
· 2 =

−16

π

Ora, π ·
(

− 32
π
− 16

π

)

= −48.

5. Equazioni Differenziali

5.1. Eserizio 12 (2 pti).

{

x2u′(x) − 16 = xu(x) ∀x > 0

u(1) = 0

Innanzitutto voglio he il termine derivato (u' ) non abbia oe�ienti:

u′(x)− u(x)

x
=

16

x2
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Ora utilizzo la Formula risolutiva:

u(x) = e−A(x)

ˆ

eA(x)b(x) dx

dove

A(x) =

ˆ

a(x) dx =

ˆ

− 1

x
dx = − ln(x)

b(x) =
16

x2

Quindi

u(x) = eln(x)
ˆ

e− ln(x) · 16
x2

dx = x

ˆ

1

x
· 16
x2

dx = 16x

ˆ

x−3 dx = 16x

(

x−2

−2
+ c

)

=

= 16x

(

− 1

2x2
+ c

)

Ora devo determinare  utilizzando la ondizione:

u(1) = 0 ⇐⇒ 16 · 1
(

−1

2
+ c

)

= 0 ⇐⇒ −8 + 16c = 0 ⇐⇒ c =
1

2

Quindi u(x) = 16x
(

− 1
2x2 + 1

2

)

= − 8
x
+ 8x.

Ora, 2u(2) = 2 · (−4 + 16) = −24.

5.2. Eserizio 10 (3 pti).











y′′(t)− y′(t) = 18t ∀t ∈ R

y(0) = 1

y′(0) = −17

Uso il proedimento risolutivo: sostituiso agli indii di derivata gli elevamenti a

potenza e risolvo l'equazione di seondo grado, ignorando i termini senza la �y�:

λ2 − λ = 0 ⇐⇒ λ1 = 0 ∨ λ2 = 1

La soluzione generale è dunque:

yh = c1e
λ1t + c2e

λ2t = c1e
0 + c2e

t = c1 + c2e
t

Devo ora riavare una soluzione partiolare. Osservo he la funzione a destra

dell'uguale è un polinomio.

Provo allora on una funzione dello stesso tipo, at2 + bt+ c:

(at2 + bt+ c)′′ + (at2 + bt+ c)′ = 18t

2a+ 2at+ b = 18t

{

2a = 18

2a+ b = 0
⇐⇒

{

a = 9

18 + b = 0
⇐⇒

{

a = 9

b = −18
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Una soluzione partiolare è quindi yp = 9t2 − 18t.
La soluzione risulta essere y(t, c1, c2) = c1 + c2e

t + 9t2 − 18t.
Devo ora determinare c1e c2on le ondizioni:

y = c1 + c2e
t + 9t2 − 18t

y′ = c2e
t + 18t− 18

{

y(0) = 1

y′(0) = −17
⇐⇒

{

c1 + c2e
0 + 9 · 02 − 18 · 0 = 1

c2e
0 + 18 · 0− 18 = −17

⇐⇒
{

c1 + c2 = 1

c2 = 1
⇐⇒

{

c1 = 0

c2 = 1

La soluzione de�nitiva è y(t) = et+9t2−18t e la sua derivata è y′(t) = et+18t−18.
Ora, y′(1)− y(1) = e+ 18− 18− e+ 9− 18 = −9.

6. Quattro Punti

ATTENZIONE!

Gli eserizi da quattro punti NON sono standard: sono il parto della mente malva-

gia del vostro doente e ambiano di appello in appello.

In una parola, sono imprevedibili.

In realtà, a volte si ripetono gli argomenti toati, più di rado la forma on ui si

presentano.

A�rontare quelli proposti negli anni preedenti è SEMPRE un buon eserizio, tut-

tavia all'esame dovrete far a�damento sulla vostra preparazione, sulla vostra intu-

izione ed sul vostro talento.

IN BOCCA AL LUPO!

6.1. Eserizio 6 (4 pti).

A =
{

z ∈ C : ||z| − 7| ≤ 2; Re(z) ≥ 0; Re(z3) ≥ 0
}

Sempra spaventoso; in realtà si tratta solo di disegnare un insieme nel paino om-

plesso.

Devo soddisfare tre ondizioni. Inizio dalla più semplie:

• Re(z) ≤ 0 signi�a onsiderare solo iò he sta a destra dell'asse Y.
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• Re(z3) ≥ 0. E' utile riordare qui il signi�ato geometrio dell'elevamento

a potenza dei numeri omplessi: una rotazione omposta on un'omotetia.

La seonda parte non interessa: basta onsiderare he, se un numero om-

plesso forma un angolo θ on l'asse reale, la sua terza potenza forma un

angolo 3θ.
Quindi, per soddisfare la ondizione, devo dividere l'insieme rappresentato

sopra in tre spihi uguali e onsiderare solo il primo.

• ||z| − 7| ≤ 2. Sritto osì non die molto: risolvo il modulo più esterno, ma

non quello interno.

−2 ≤ |z| − 7 ≤ 2 ⇐⇒ 5 ≤ |z| ≤ 9.

Signi�a he la distanza di z dall'origine - il suo modulo - deve essere om-

presa tra 5 e 9. Nel gra�o questo mi suggerise di onsiderare solo gli

elementi dell'insieme preedente he si trovino ompresi tra due iron-

ferenze di raggi 5 e 9.

Fine! Ora devo solo alolare l'area della �gura rappresentata, ovvero un sesto di

orona irolare... Geometria da lieali!

A(a) = 1
6 ·

(

92π − 52π
)

= 56
6 π = 28

3 π.

Ora,

3
π
· 28π

3 = 28.
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6.2. Eserizio 9 (4 pti).

F (x) =

x+1
ˆ

x−1

4sign(t) dt

Conviene ragionare per gra�i: ominio ad abbozzare quello della funzione da in-

tegrare.

Ora devo intuire quale sarà il omportamento di F (x).
Pensando al Signi�ato geometrio dell'integrale, si tratta di individuare l'area

sottesa al gra�o in un intervallo di lunghezza 2. Fintanto he l'intervallo non

omprende l'origine, non i sono problemi. Quando aade, invee, devo tener

onto della disontinuità della funzione e spezzare l'integrale.

F (x) =











´ x+1

x−1 4 dx x > 1
´ x+1

0
4 dx+

´ 0

x−1
−4 dx x ∈ [−1; 1]

´ x+1

x−1
−4 dx x < −1

F (x) =











2 · 4 x > 1

4x+ 4+ 4x− 4 x ∈ [−1; 1]

2 · (−4) x < −1

F (x) =











8 x > 1

8x x ∈ [−1; 1]

−8 x < −1
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Ora è faile:

ˆ 4

−1

F (x) dx =

ˆ 1

−1

8x dx+

ˆ 4

1

8 dx = 24.


